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Chapitre 1

La méthode du gradient conjugué
linéaire

1.1 Introduction

La méthode présentée dans ce seminaire est celle du gradient conjugué. Il ne s’agit non seule-
ment d’une des techniques les plus utiles pour résoudre de grands systemes linéaires, mais
elle peut méme étre adaptée de telle maniere a ce qu’elle résoud des problemes d’optimisation
non-linéaires. Ces deux variantes, reposant sur la méme idée de base, sont respectivement
appelées méthodes du gradient conjugué linéaire et non-linéaire.

La méthode analysée ci dessous est celle trouvée dans les années 50 par Hestens et Stie-
fel, a savoir la méthode du gradient conjugué linéaire. Cette derniere se base sur la re-
cherche de directions successives permettant d’atteindre la solution exacte d'un systeme
linéaire de matrice symétrique et définie positive et représente une alternative a 1’algorithme
d’élimination de Gauss. Elle est méme souvent préférée a cette derniere lorsque les systemes
d’équations sont grands. Dans la suite, nous allons rencontrer 1’effet d’amélioration provoqué
par le préconditionnement du systéme linéaire ainsi qu'un grand nombre d’autres propriétés
intéressantes de cette méthode.

1.2 Quel est le probleme a résoudre ?

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode qui résoud deux problemes équivalents
possédant la méme solution unique. Ces problemes sont le systeme d’équations linéaires

Ax =10
et le probleme de minimisation suivant :
L 7 T
O(x) = 2% Az —b" x.

Dans ces deux problémes, A est une matrice n X n, symétrique et définie positive. Pour la
bonne compréhension de la suite de ce seminaire, notons encore que le gradient de ® est égal
au résidu du systeme linéaire :

Vo(z) = Az — b:=r(z).
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1.3 Meéthode des directions conjuguées

Une des multiples propriétés intéressantes de la méthode du gradient conjugué est la création
économique d’une suite de vecteurs (pg)ren de n vecteurs A-conjugués, avec A une matrice
symétrique définie positive. L’ensemble de ces vecteurs non-nuls de R™ {pg,pa,...,pn—1} est dit
A-conjugué si

pl-TApj =0, pour tout i # j

et forme une base de R". Grace a I’ A-conjugaison des vecteurs de direction {po,p2,....pn—1},
il est possible de minimiser ¢(.) en seulement n pas, en minimisant ¢(.) successivement selon
les n directions. Soient zg € R™ un point de départ quelconque et z* € R” la solution exacte
d’un probléme comme présenté au point (1.1) . Définissons la suite

Ty1 = T + Qg (1.3.1)

ou ay, est le scalaire minimisant ¢(.) selon la direction xj + apy et qui est défini par

T
Tk Pk
ap = —— Lk 1.3.2
prT Apy, (1.32)
Theoréme 1. Vxg € R”, la suite {xy}, définie par l'algorithme des directions conjuguées
(défini par (1.8.1) et (1.3.2)), converge en au maximum n pas vers x*.

Démonstration.

T *
Sachant que po, ..., pp—1 engendrent R™, définissons o}, = P Az =20)

T Ap, t.q.
x* —x0 = 0oopo + 01P1 + ... + Op_1Pn—1-
Selon ’algorithme (1.3.1), nous avons que zx = xo + appo + a1p1 + ... + Ag_1Pk—1-

En multipliant cette expression par p{A, on voit que pZA(a:k —xp) = 0 et donc que
phEA(z* — 20) = pL A(z* — ) = pi (b — Axy) = —pL .

Ainsi, finalement o), = oy, ce qui démontre le théoreme.

O]

11 est intéressant de remarquer que si notre matrice A est diagonale, alors les contours de la
fonction ¢(.) forment une ellipse dont les axes sont alignés aux directions coordonnées. Dans
ce cas, une maniere facile et élégante & minimiser ¢(.) est de trouver la solution en minimisant
¢(.) par des minimiseurs, d’une seule dimension chacun, selon les directions coordonnées. Bien
stir, on ne peut pas toujours avoir de la chance : souvent la matrice A n’est pas diagonale.
Dans ce cas, les contours de ¢(.) restent une ellipse. Mais une ellipse, dont les axes ne sont en
général plus alignés aux directions coordonnées e;. Ainsi, la solution de Ax = b ne peut plus
étre trouvée en n itérations et parfois méme pas en un nombre fini d’itérations. Pour profiter
quand-méme du joli comportement décrit ci-dessus, nous allons transformer la matrice A de
telle maniere a ce qu’elle soit diagonale. Cette transformation est réalisée par introduction de
la variable Z qui est définie par

=5tz

avec S la matrice qui a comme colonnes les vecteurs A-conjugués pg,...,pn—1 c.a.d. § =
(Po pr . pn—l)-
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Nous définissons donc ¢(&) := ¢(Sz) = 327 (STAS)z — (STb)T#. Ici, on peut facilement

voir qu’a cause des vecteurs colonnes A-conjugués, la matrice ST AS est effectivement dia-
gonale. A partir de ce point, nous utilisons la méme procédure qu’avant : nous cherchons
une solution en minimisant ¢(.) par des minimiseurs, d’une seule dimension chacun, selon les
directions coordonnées e;. Mais cette fois-ci on minimise Z, au lieu de x. Chaque direction
coordonnée dans I’z-espace correspond a une direction p; dans I’z-espace. Nous pouvons donc
constater, grace au Théoreme 1, que méme dans ce deuxieme cas, on aboutit & une solution
apres au plus n pas de l'algorithme.
Remarquons encore un cas particulier intéressant : lorsque notre matrice A est diagonale et
que la matrice de Hess est diagonale aussi, alors les minimiseurs a une dimension, vus lors de
la stragégie vue pour une matrice diagonale ci-dessus, déterminent chacun une composante
de la solution. Par conséquent, apres & minimiseurs a une dimension, on a minimisé ¢ sur
un sous-espace de dimension k, par exemple span{ei,...,e;} avec e; un élément de la base
canonique. Avant de passer au Théoréeme 2, notons encore que

Thel = Tk + 0 Apy.

Theoréme 2. Soit zp € R™ un point de départ quelconque et soit la suite {xy} générée par
l’algorithme des directions conjuguées.
Alors

ripi =0 pour i = 0, ... k-1 (1.3.3)

et xy, est le minimiseur de ¢(x) sur l’ensemble

{z | x = x0 + span{po, ..., pr—1}} (1.3.4)

Démonstration.
Nous montrons d’abord qu’'un point Z minimise ¢ sur l’ensemble (1.3.4) si et seulement si
r(z)Tp; = 0, pour tout i = 0,1, ..., k — 1. Définissons h(c) = ¢(zg + oopo + ... + Op_1Pk—1), OU
o= (00,01, ..., Jk,l)T. Comme h(o) est une fonction quadratique strictement convexe, elle a
un unique minimiseur, qui satisfait

Oh(c*)

—2 =0  =0,1,....,k— 1. 1.3.5
(901' 1 P ) ( )

Par la regle de la chaine, ceci implique que
Vé(xo+ ogpo+ . + 05 1pe_1) pi = 0= r(zp) pi i=0,1,..,k—1.

Ce qui nous donne le résultat.
Ensuite, nous montrons par récurrence que xj, satisfait (1.3.3).
Ancrage : pour k =1, on a 7¥py = 0, por le choix de ap dans (1.3.2).
Hypothese de récurrence : rg_lpi =0pouri=20,1, .., k2.
Par
Tk = Tk—1 + p—1ApK—1

nous obtenons

Ph 1Tk = Ph1Th—1 + 1Dk 1 Apr—1 =0
Pour les autres vecteurs p;, i = 0,1, ...,k — 2, nous avons

i =plre 1 +appl Apr_1 =0
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par 'hypothese de récurrence et la conjugaison de p;. Nous concluons que rkTpi = 0, pour
1=0,1,..,k—1. O

Le Théoreme 2 nous dit donc que le résidu r; est orthogonal & toutes les directions de
recherche précédentes pg, p1, ..., Pp_1-

D’ailleurs, il y a plusieurs méthodes pour choisir les directions de recherche. On pourrait
par exemple utiliser les valeurs propres de la matrice A ou encore modifier 'orthogonalisation
de Gram-Schmidt & ce que cette procédure produit un ensemble de vecteurs a directions
conjugués.

1.4 Propriétés de base de la méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode de directions conjuguées qui possede la
propriété particuliere de n’utiliser que le vecteur py_1 et le résidu rp pour générer le vecteur
px de ensemble des vecteurs A-conjugués. On a donc a faire avec un algorithme tres bon
marché en termes d’utilisation de la mémoire.

Dans la méthode du gradient conjugué, les directions p; sont choisies telles qu’elles sont
des combinaisons linéaires entre la direction de la plus grande pente —V¢(z) = —ry et la
direction de pg_q :

Pk = —Tk + Bepr—1

ou [ est choisi tel que I’ A-conjugaison entre py et pgp_1 soit vérifiée. Apres multiplication par
p;‘gflA, on obtient
rE Apr_1
Or=——

pk_lApkfl
On choisit la direction de la plus grande pente au point initial xg comme la premiére direction
de recherche, pg. Voici une premiere version d’un algorithme pour la méthode du grandient
conjugué :

Algorithme 3. Gradient Conjugué- premiére version
o soit fixé;

Posons rg «+ Axg — b,py «— —rg, k <+ 0;

while r, # 0

Tht1 < Tk + QEPr;

Thyt — ATy — b;

Pht1 < —Tht1 + Brr1Di;
k—k+1;
end(while)
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Passons maintenant au Théoreme 4, qui nous dit que les directions py, ..., pn—_1 sont effec-
tivement A-conjuguées. D’autant plus, il nous dit que les résidus r; sont deux a deux ortho-
gonaux et que chaque p; et chaque résidu r; sont contenus dans le sous-espace de Krylov de
degré k pour rg, défini par

K(ro; k) := span{rg, Aro, ...,Akro}.

Theoréme 4. Supposons que le k-ieme itéré, généré par la méthode du gradient conjugué,
n’est pas le point x*. Alors les quatre propriétés suivantes sont vraies :

r%ri =0, pour 1=0, ..., k-1
span{ro, 1, ....,mx} = span{rg, Arg, ..., AFry},
span{po, p1, ..., pr+ = span{rg, Aro, ..., AFrg},

ppr,- =0, pour i =20, 1, ..., k-1.
Voila pourquoi la séquence {x} converge vers z* en au plus n pas.

Démonstration. Nous allons démontrer les 3 dernieres propriétés par récurrence. Ce qui
concerne ’ancrage, les propriétés 2 et 3 sont trivialement vraies pour k£ = 0 et par construc-
tion, la propriété 4 est vraie pour £ = 1. Supposons que ces propriétés soient vraies pour k et
montrons qu’elles restent vraies pour k + 1. Par ces hypotheéses, on a que

ri € span{rg, Aro, ...,Akro} et pr € span{ro, Aro, ...,Akro}

En multipliant cette deuxieme expression par A et en se rappelant que rigy; = r, + arApk,
on voit facilement que
rk+1 € span{rg, Arg, ..., Ak+17’0}.

Grace a cette constatation et au moyen de I’hypotheése de récurrence de la deuxieme propriété,
nous avons que
k+1
span{ro,r1,....Tk+1} C span{rg, Arg, ..., A" ro}.

Par ’hypothese de récurrence pour la troisieme propriété, on peut déduire que
ALy = A(AFrg) € span{Apo, Apy, ..., Apy}

(rig1—ri)
Q;

Comme riy1 = 1 + o Apy, il en suit que Ap; = et donc

k+1
AP g € span{ro, 1, .., TE1}

Ensemble avec 'hypothese de récurrence de la deuxiéme propriété, on trouve que

k+1
LA

span{ro, Arg, .. r0} C SPan{ro, 1, ..., Tk, Tk+1}

et donc la deuxieme propriété est démontrée. Montrons encore que la troisieme propriété reste
vraie pour k + 1 :

Span{po, P1y -y Dks Pkt1} = SPAN{D0, D1y vy Dy Tht1}s par 'avant-derniere ligne de I'algorithme
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= span{rg, Arg, ..., AP, Tkt1} par ’hypothese de récurrence de la troisieme propriété
= span{ro, 1, ..., Tky Tk+1 ), par la deuxieme propriété qu’on vient de démontrer
= span{roy, Arg, ..., AkHTO}, par la deuxiéme propriété pour k + 1

Passons a la quatrieme propriété a démontrer.
Nous multiplions I'avant derniere ligne de I'algorithme avec Ap;, i = 0,1, ..., k pour obtenir

P£+1Api = _7’1:<;F+1Api + ﬁk+1p£Api (1.4.1)

Par la quatrieme ligne de l'algorithme, nous avons que si ¢ = k, alors p;;FHApi = 0.
L’hypothese de récurrence de la quatrieme propriété a démontrer nous dit que pg, ..., pr sont
A-conjugués et elle nous permet ainsi d’utiliser le Théoréme 2. Il en suit que

rgﬂpi =0, pour i =0,1,...,k
Ensuite, apres plusieurs applications de la troisieme propriété, on trouve pour k =0, ...,k —1
que
Ap; € A span{rg, Arq, ..., Alrg} = span{Arg, A%rq, ..., A rg} € span{po, ..., pis1}

Des deux dernieres expressions trouvées, nous concluons que rg+1ApZ- =0, pour ¢ =0,1,....k—1
Le terme de droite de (1.4.1) disparait donc pour i = 0, ..., k-1. Finalement, par le
Théoreme 2 et par réarrangement de I’avant derniere ligne de ’algorithme, nous trouvons que

pi = =1 + Bipi—1,

tel que r; € span{p;, pi—1} pour tout ¢ = 1,...,k — 1. On conclut que la premiere affirmation
du
Théoreme 4 est vérifiée.

O

A ce point, il est intéressant de remarquer que le nom 'méthode du gradient conjugué’
est mal choisi, car les gradients r; ne sont qu’orthogonaux alors que ce sont les directions de
recherche py qui sont A-conjugués. Un meilleur nom pour cette méthode serait donc 'méthode
des directions de recherche conjuguées’.

1.5 Une forme plus pratique de la méthode du gradient conjugué

Dans le but de trouver un algorithme plus économique, nous utilisons les résultats des
Théoremes 2 et 4, afin d’arriver a une nouvelle formule pour oy :

T
oy = T Tk
= _
Py, APk
Grace a ceci, il nous est possible d’écrire
T
Brsr = Trt1Th+1

T’%Tk

De ce qui précede, on trouve un deuxieéme algoritme pour la méthode du gradient conjugué :
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Algorithme 5. Gradient Conjugué
Ty soit fixé;

Posons rog «— Axg — b,pg «— —ro, k «— 0;
while r, #0

Tht1 < Tk + QgPk;
Thyl < Tk + apApy;
T
Ter1Thk+1
Bet1 < —F—
Tk Tk
Pl < —Thit + Brer1Pr;
k—k+1,;
end(while)

Une propriété qui rend la méthode du gradient conjugué particulierement intéressante est
que dans aucune étape de cet algorithme, nous avons besoin de connaitre les vecteurs z,r et
p pour plus que les deux dernieres itérations, les autres ne sont pas stockés.

1.6 La vitesse de convergence

Grace a la troisieme propriété du Théoreme 4 et au deuxiéme pas de I’Algorithme 5, nous
avons que

L1 = 2o + aoPo + - + agPr = To + Yoro + V1 Arg + ... + e A¥rg.

Définissons maintenant P comme étant un polynome de degré k avec les coefficients yo, y1, ..., V-
Remplacons notre polynome dans l’expression ci-dessus :

T = xo + P (A)rg

Nous allons voir maintenant que parmi toutes les méthodes possibles dont les k& premiers pas
sont restreints sur le sous-espace de Krylov K (rg; k), ’Algorithme 5 donne le meilleur résultat
en termes de minimisation de la distance vers la solution, si cette distance est mesurée par

| . ]|a, défini comme
|2 |IA= 2" Az

D’apres cette définition, on constate que

S lla—at 3= o — ) A —2) = 6(a) — ola”).

Par conséquent le Théoréme 2 nous dit que x4 minimise || z — 2* ||% sur I'ensemble zg +
span{po, ...,pr}. Comme xj1 = xo + P} (A)rg, il en suit que P} est la solution de

min || zg + Py(A)ro — 2" |4
Py
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De plus, nous avons que
Tpr1 — 2" =x0+ PL(A)rg — 2" = [I + Pi(A)A](xo — x7).

Soient 0 < A < Ao < ... < A, les valeurs propres de A et vq,...,v, les vecteurs propres
orthonormés correspondants. Nous savons bien que ces vecteurs propres engendrent R™, donc

n
*
o —T = E piv;
i=1

et il est aussi facile a voir que les vecteurs propres de A sont aussi des vecteurs propres de
Py (A) pour tout polynéme. Nous pouvons donc écrire que Py(A)v; = Py(X\)vi, i =1,2,...,n

et donc
n

=1

La norme définie ci-dessus nous permet de dire que

|| 2py1 — 2 ||4= mlnz)\ [1+ AiPe(X)]P7

< min max [1 + \; P (A Z)\JQ/JJ mlnmax[ + MNP O | 2o — 2% |4,

Py 1<i<n Py, 1<i<n

sachant que || z, — z* ||3= > i1 )\jw]z. Cette derniére expression nous permet de quantifier

le taux de convergence de la méthode du gradient conjugué.

Theoréme 6. Si A a seulement r (avec r < n) valeurs propres distinctes, alors ’algorithme
du gradient conjugué arrive a la solution en au plus T itérations.

Démonstration. Soient 71 < ... < 7, les valeurs distinctes des valeurs propres Ay, ..., Ap.
Définissons maintenant @, () par

Qr(\) = ﬂ()\ —71)eec (A —7p).

T172...Tp
Il est facile & voir que @, (A\) —1 est un polynéme de degré r avec une racine A = 0. Définissons
ensuite ]_37«_1, un polynome de degré r — 1 par
Pro1i(A) = (@r(N) — 1)/A

En posant k = 7 — 1 dans min max [1 + \; P(\;)]?, nous obtenons
P, 1<i<n

< mi ) N2 < ) 32 — N —
0< Ip}':i?fg?é%[l + )\zPrfl(Az)] = 112%}%{1 + >\1Pr71()\1)] 112%%16;)7‘()\1) 0

Donc, pour k =7 — 1 on trouve que || z, — z* || 4= 0 et alors z, = x™. O
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Theoréeme 7. Si A a des valeurs propres \1 < Ay < ... < A\, nous avons que

>\n—k: - )\1
An—k + )\1

2

| wpsr — 2" [JA< ( ) |l wo — 2™ |3

Nous n’allons pas nous occuper de cette preuve. On donne juste une idée au lecteur,
comment ce résultat a été trouvé. On choisit un polynome Py de degré k tel que le polyndéme

Qr+1(A) =1+ APr()) a comme racines les plus grandes valeurs propres Ay, Ap—1,.. x,_;,, €t
le point milieu entre A\; et A\,—_x. On peut montrer que la valeur maximale atteinte par Q41
SUr Ar, ..., Ap_k41 €st ()\nfk — Al)/(Anfk: + )\1).

Le Théoreme 7 nous permet de prédire le comportement de la méthode du gradient
conjugué. Supposons par exemple que les valeurs propres de A consistent en m grandes valeurs
propres et les n — m valeurs propres restantes sont situées autour de 1. Si nous définissons
€ = An—m— A1, le Théoreme 7 nous dit qu’apres m+1 pas de la méthode du gradient conjugué,
nous avons que

| Tmy1 — 2" |[am € || mo — 2" || .

Pour une petite valeur de € apres m + 1 pas, la méthode va nous donner une bonne approxi-
mation de la solution. Mais attention, le Théoreme 7 nous donne une borne supérieure. Il se
peut que la méthode nous donne déja des bons résultats apres les premieres itérations. Il est
généralement vrai que si les valeurs propres apparaissent en r groupes, alors la méthode du
gradient conjugué résoud approximativement le probléme apres r pas.

Une autre expression de convergence pour la méthode du gradient conjugué est celle basée
sur le nombre de condition spectral. Celui-ci est défini par

An

K=||Ally-|| A7} o= 2.
FA2 -] [l2 N

On arrive ensuite & montrer que

2k

vK -1

o —a" las | =] llzo—2"[[a.
VK +1

Cette expression est plus approximative que celle du Théoreme 7 et donne souvent d’impor-
tantes surestimations de lerreur. Mais en réalité, souvent, on n’a pas beaucoup d’informa-
tions sur A et ses valeurs propres. Cette derniere méthode ne demande que les valeurs propres
extrémes ou des approximations de celles-ci.

1.7 Préconditionnement

Pour accélérer la méthode du gradient conjugué, on peut transformer le systeme linéaire de
telle facon & ce que les valeurs propres de la matrice A soient mieux distribués. Le processus
présenté par la suite est appelé le préconditionnement. Il s’agit de changer la variable x en
une variable £ au moyen d’une matrice C' non-siguliere : & = Cx. Par conséquent, ¢ est
transformée en

3(&) = %a?T(C‘TAC‘l):E (YT (1.7.1)
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En utilisant 1’Algorithme 5 pour minimiser (;AS(:E) ou bien pour résoudre le systeme linéaire
(c~TAc™hHz =T,

le taux de convergence dépend des valeurs propres de la matrice C~7TAC~! et non de celles
de la matrice A. On pourrait donc par exemple choisir C' de telle maniere que le nombre de
condition de C~T AC~! soit plus petit que le nombre de condition de A. Une autre idée serait
de choisir C tel que les valeurs propres de C~7T AC~! sont regroupées en un petit nombre r de
groupes. Ainsi on trouve une bonne approximation apres seulement r itérations. L’Algorithme
8 ci-dessous nous n’est rien d’autre qu’'une application de I’Algorithme 5 au probleme (1.7.1)
par rapport a Z. Ensuite, il transforme toutes les équations pour les exprimer par rapport
a x. On remarque que I’Algorithme 8 n’utilise pas explicitement C', mais plutét la matrice
M = CTC, qui est symétrique et définie positive par construction.

Algorithme 8. Gradient Conjugué Préconditionné

xq soit fixé et M le préconditionneur de A; ;

Posons rg «— Axg —b;

Résoudre Myg = ro par rapport a yo ; Posons py «— —rg, k < 0;
while r, # 0

Tkl < T + QpPk;
Th1 < Tk + QpApk;
Myk+1 — Tht1

Br1 < M;

T3 Tk

Pk+1 < —Yk+1 + Be1Pk;
k—k+1;
end(while)
Si dans I’Algorithme 8, nous remplacons M par I, on retombe sur I’Algorithme 5. Les

propriétés de I’Algorithme 5 se généralisent de fagon intéressante. Par exemple la premiere
affirmation du Théoreme 4, a savoir r%ri =0, pour ¢ =0,....,k — 1 devient

riTM_lrj =0, pour tout i # j .

Du point de vue de l'ordinateur, la grande différence entre I’Algorithme 8 et I’Algorithme 5
est qu’il faut encore résoudre des systemes de la forme My = r.

1.8 Préconditionneurs pratiques

Comme si souvent en numérique, il n’existe pas une meilleure stratégie de préconditionnement
valable pour tout type de matrices. Des préconditionneurs généraux ont bien été proposés,
mais leur efficacité varie fortement d’un probleme & ’autre. Les stratégies les plus importantes
de ce genre sont la SSOR (symmetric successive overrelaxation), la méthode de Cholesky
incomplete et les préconditionneurs par bande.



