et o s, DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES k3

SP 2011 Algebre linéaire I1, Série 13 Prof. Dr. Anand Dessai
a rendre avant le jeudi 24 février 2011, 16:00

Exercice 1. (4 points)

La regle de Sarrus présente l'algorithme suivant pour calculer le déterminant d’une matrice
A e M(3 x 3,K), A = (ai;): on recopie les deux premieres colonnes de A & droite de la
matrice A, cf. le diagramme suivant.

a1 a2 a3 | a1 Q12
\ X 7

a1 a2 Gz | G214
/ X N\

a1 asg2  asz | az  ag

Montrez (par exemple avec la formule de Leibniz) que le déterminant det(A) est la somme
des produits de triplets de composantes a;; le long des diagonales, avec le signe + dans le
sens "\, et le signe — dans le sans //, c.-a-d.

det(A) = a11 @22 433 + @12 (23 A31 + Q13 421 432 — (a13 G22 a31 + a11 a23 @32 + a12 a21 a33)-

Exercice 2. (4 points)

Calculez le déterminant de la matrice A € M (6 x 6,R),

012 3 45
101 2 3 4
21012 3
A= 32101 2
4 3 2101
54 3 2 10

Exercice 3. (4 points)

Soit v = (v1,v2)T et w = (wy, ws)” deux points différents de R? et soit L une droite affine qui
1 (% V9

passe par v et w. Montrez que x = (v1,22)7 € Lsietseulementsi det | 1 w; ws | =0.
1 I T2



Algebre linéaire 11, Série 13 2

Exercice 4. (4 points)

a) Montrez en utilisant les trois axiomes sur les propriétés du déterminant, que pour tout
n € N on a pour le déterminant de Vandermonde

1 = (.1}1)2 (.Tl)n_l

det | : = ] -

Utilisez par ex. I'induction.

b) Soit x1,...,2, € R tels que 1 < 9 < ... < x, et s0it y1,...,y, € R. Montrez qu'il
existe exactement un polynéme p(z) € Rlz| de degré < n—1 tel que p(x;) = y;, pour tout
1=1,...,n.

Exercice 5. (facultative avec 4 points de bonus)

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension n > 1, soit ® : V — V un endomorphisme et soit
w € V\ {0} un vecteur.

a) Montrez qu'’il existe un polynoéme p(x) = 2™ + apm—1 - 2™ L+ ... + a1 -z +ag € K[z] de
degré m < n tel que ’endomorphisme

p(P) =" 4y P b+ PHag-idy VoV
est zéro en w, c.-a~-d. p(®)(w) = 0.

b) Supposons que p(z) est scindé, c.-a-d. qu’on peut écrire p(z) comme produit de polynémes
du premier degré: p(z) = (z — 1) ... (¥ — am), a1,..., 0, € K. Montrez qu'il existe
un vecteur v € V' \ {0} et un scalaire A € K tel que ®(v) = X - v.



