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Exercice 1. (4 points)

La règle de Sarrus présente l’algorithme suivant pour calculer le déterminant d’une matrice
A ∈ M(3 × 3,K), A = (aij): on recopie les deux premières colonnes de A à droite de la
matrice A, cf. le diagramme suivant.

a11 a12 a13 a11 a12

↘ ↘↙ ↘↙ ↙
a21 a22 a23 a21 a22

↙ ↘↙ ↘↙ ↘
a31 a32 a33 a31 a32

Montrez (par exemple avec la formule de Leibniz) que le déterminant det(A) est la somme
des produits de triplets de composantes aij le long des diagonales, avec le signe + dans le
sens ↘ et le signe − dans le sans ↙, c.-à-d.

det(A) = a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 − (a13 a22 a31 + a11 a23 a32 + a12 a21 a33).

Exercice 2. (4 points)

Calculez le déterminant de la matrice A ∈M(6× 6,R),

A =



0 1 2 3 4 5
1 0 1 2 3 4
2 1 0 1 2 3
3 2 1 0 1 2
4 3 2 1 0 1
5 4 3 2 1 0



Exercice 3. (4 points)

Soit v = (v1, v2)T et w = (w1, w2)T deux points différents de R2 et soit L une droite affine qui

passe par v et w. Montrez que x = (x1, x2)T ∈ L si et seulement si det

 1 v1 v2
1 w1 w2

1 x1 x2

 = 0.
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Exercice 4. (4 points)

a) Montrez en utilisant les trois axiomes sur les propriétés du déterminant, que pour tout
n ∈ N on a pour le déterminant de Vandermonde

det

 1 x1 (x1)2 · · · (x1)n−1

...
...

1 xn (xn)2 · · · (xn)n−1

 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

Utilisez par ex. l’induction.

b) Soit x1, . . . , xn ∈ R tels que x1 < x2 < . . . < xn et soit y1, . . . , yn ∈ R. Montrez qu’il
existe exactement un polynôme p(x) ∈ R[x] de degré ≤ n−1 tel que p(xi) = yi, pour tout
i = 1, . . . , n.

Exercice 5. (facultative avec 4 points de bonus)

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1, soit Φ : V → V un endomorphisme et soit
w ∈ V \ {0} un vecteur.

a) Montrez qu’il existe un polynôme p(x) = xm + am−1 · xm−1 + . . . + a1 · x + a0 ∈ K[x] de
degré m ≤ n tel que l’endomorphisme

p(Φ) := Φm + am−1 · Φm−1 + . . .+ a1 · Φ + a0 · idV : V → V

est zéro en w, c.-à-d. p(Φ)(w) = 0.

b) Supposons que p(x) est scindé, c.-à-d. qu’on peut écrire p(x) comme produit de polynômes
du premier degré: p(x) = (x − α1) · . . . · (x − αm), α1, . . . , αm ∈ K. Montrez qu’il existe
un vecteur v ∈ V \ {0} et un scalaire λ ∈ K tel que Φ(v) = λ · v.


